Concursul Interjudetean de Matematica “Cristian S. Calude”
Proba pe echipe, clasele IX-XII
27 octombrie 2013
Solutii

RUNDA alV-a

Problema 1. Sa se rezolve in R ecuatia [xz ] -5 [x] —2=0, unde [a] este partea Intreagd a

[x*]-2

5

numarului real a.

Solutie:Fie [x]=p, peZ, p<x< p+1. Sdaratdim ca p >0, adicip e N . Daca p =[x]=
si daca, prin absurd, p <0, atunci [x2] <2 sicum
[xz]ZO:[xzje{O,l}:pe{—%,—%},absurd.
pr<p+l:>p2£x2<(p+1)2:>[x2]=p2+k,keN,0SkS2p;
[ ]-5[x]-2=0 p*+k=5p-2=0=k=—p’ +5p+2;

Dar 0<k<2p= 0<—-p’+5p+2<2p=pe{45};
l.p:4:>k:6:>[x2J:22:>xe[\/Z,x/§)
2.p=5=k=2=[x]=5]x" |=27

Avem 5<x<6;27 <x” <28 = xe[27,4/28).

Multimea solutiilor este [ +/22,+23 )U[+27,+/28).

Rispuns:S= [JZ\/E)U[\/E\/TS)

Problema 2. Pentru n € N*, notdm cu p(n) produsul cifrelor nenule ale lui n. Sa se calculeze
p(l)+p(2)+p(3)+...+p(1000) .(Dacd numarul » are o singura cifra atunci p(n) este acea
cifrd).

Solutie: Numerele care au o singura cifrd nenuld sunt de forma ﬁ, 5, i,undeie 1,_9

Suma produselor acestora este 3-(1+2+3+..4+9).

Numerele cu doua cifre nenule sunt cele de forma ij_(), Wj, 5, unde i, j € 1,9 si suma produselor
cifrelor nenule ale acestora este 3- Z(l . j) =3 -(1 +2+3+ ...+9)2 .
Numerele cu trei cifre nenule sunt cele de forma ij_k, unde i, j,k € 1,_9 si suma produselor acestora

este (1+2+3+...+9)’. Mai adiugam p(1000)=1.
Atunci
p(l)+p(2)+p(3)+...+p(1000):1+3-(1+2+3+...+9)+3-(1+2+3+...+9)2 +(1+2+3+...+9)3 =

(1414243 +..+9) = 46> =97336.

Raspuns: 97336



Problema 3. Sa se determine mulfimea punctelor M din planul unui romb ABCD pentru care
MA-MC+MB-MD = AB”.
Solutie: Alegem un sistem de coordonate xOy pentru care 4(a,0),B(0,b),C(-a,0),D(0,-b);

Fie punctul M de coordonate (x, ).

Conditia problemei este : \/(x—a)2 +y° -\/(x+a)2 +y° +\/x2 +(y—b)2 +\/x2 +(y+b)2 =a’ +b°.
Folosind inegalitatea lui Cauchy, obtinem:

\/(x—a)2 +y° -\/(x+a)2 +y° +\/x2 +(y—b)2 +\/x2 +(y+b)2 2|x—a|-|x+a|+y2 +x° +|y—b|-|y+b| >
(a—x)-(aer)er2 +x° +(b—y)-(b+y) =a’+b°.

Trebuie sa avem egalitate.

(a—x)-(a+x)20c>xe[—a,a]; (b—y)-(b+y)20c>ye[—b,b]
siy-(a—x):y-(a+x)<:>x-y:0

Daca

sz,ye[—b,b]:Me[BD];

y=0,x€[-a,a]=M e[AC]
Multimea cautata este [AC ] U [BD] .

Raspuns: [AC|U[BD].

(1—cosx (1 cos x) (1 cos” x)
Problema 4. Daca n e N*, sd se calculeze lim

120 gin 2" x+ln(1+x ”) 1+ X2 -1

Solutie:
(l—cosx)-(l—c052x)-...-(l—cos"x) " 1— cos x 2
lim =1lim [] >—lim =1L -L,;
x>0 sinznx+ln(1+x2")+<’/1+x2"—1 >0k=l x x20 i 2" x+ln(1+x ) (’/1+x2"—
Cl—costx (1—cosx)-(1+cosx+coszx+...+cosk_]x)
Ly = lim 3 = lim 3 =—
x—0 X x—0 X 2
L, = lim ! - 11:2”1.
x—0 - n+
sing (' I(1+2) (1ex2)r—1 T
+ 2n + 2n
X x X
n-n!
N P
H T )
< n-n!
Raspuns:

2" (2n+1)





